Osnove
statistike u
demografiji
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Analiza odnosa varijabli

« Univarijatna analiza: jedna varijabla (obiljezje)

o Mijere deskriptivne statistiCcke analize
« Mijere centralne tendencije
« Mijere disperzije
« Mijere asimetrije

o Metode inferencijalne statistike:
« Testiranje hipoteza i procjena parametara jedne populacije
« Usporedba parametara iste varijable za razliCite populacije (grupe)

« Jedna varijabla: prosjecna dob (jedne populacija ili
usporedba vise populacija

« Pored univarijatne analize u demografskim
Isfrazivanjima se cesto analizira i odnos varijabli



Analiza odnosa varijabli

Odnos varijabli:

o Placaidob
o Placaispol

Odnos dvije varijable: bivarijatna analiza

Odnos vise od dvije varijable: multivarijatna analiza
Metode analize ovise o meftrickim svojstvima
varijabli

Numericke varijable



Analiza odnosa varijabli

Najzastupljenije metode u analizi statisticke povezanosti
varijabli su:

o korelacijska i

o regresijska analiza.

Obje metode analiziraju linearnu povezanost varijabli.
Pritom, u korelacijskoj se analizi utvrduje smjer i jakost
povezanosti dviju slucajnih varijabli x i y koje se tretiraju
simetricno.

S druge strane, u regresijskoj analizi se pretpostavlja odnos
izmedu varijabli, tj. varijable se dijele na zavisnu (varijabla y) i
nezavisnu varijablu (varijabla x).
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Korelacijska analiza

* Pretpostavka o linearnoj povezanosti pojava Cesta je u
empirijskim istrazivanjima.
* Linearnu povezanost dviju pojava moguce je analizirati:
1. izraCunavanjem odgovarajuce mjere povezanosti ili
2. grafickim putem (dijagramom rasipanja).
* Najcesce koristeni pokazatelji statisticke povezanosti medu
pojavama su:

O

Pearsonov koeficijent korelacije, kojim se analizira linearna povezanost dviju numerickih

varijabli, te
Spearmanov i Kendallov koeficijent korelacije ranga kojima se analizira stupanj
povezanosti rangova dviju varijabli
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Dijagram rasipanja
Dijagram rasipanja (engl. scaffer plot) je graficki
prikaz tocaka u pravokutnom koordinatnom sustavu
na femelju kojeg se analizira povezanost dviju
varijabli
Tocke (parovi vrijednosti varijabli x i y) se crtaju u
pravokutnom koordinatnom sustavu s aritmetickim mjerilom
za vrijednosti x; na osi apscisa i aritmetickim mjerilom za
vrijednosti y; na osi ordinata

Aritmeticka mjerila ne moraju imati nulu kao pocetnu
vrijednost

Analizom oblika “rasprsenosti” toCaka utvrduje se oblik, smjer
i intenzitet povezanosti dviju pojava
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Pearsonov koeficijent
korelacije

Najcesce koristena mjera jakosti i smjera linearne statisticke
povezanosti dviju varijabli.

Racuna se kao omjer kovarijance dviju varijabli i umnoska
njihovih standardnih devijacija.

Kovarijanca je mjera zajednicke varijabilnosti medu

varijablama xiy  covs,y) = El(x - E) (v - £0))) = Elo] - E@EG)
Kovarijanca je apsolutna mjera povezanosti Cije vrijednosti

ovise o0 mjernim jedinicama promatranih varijabli (pojava).
o Ako ne postoji linearna povezanost varijabli, kovarijanca je jednaka nuli.

o Ako se (u prosjeku) povecanjem vrijednosti x; povecavaju i vrijednosti y;, kovarijanca je
pozitivna.

o Povezanost velikih vrijednosti x; s malim vrijednostima y;, rezultirat ¢e negativhom
vrijednoscéu kovarijance
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Pearsonov koeficijent
korelacije

Procjena kovarijance varijabli x i y na temelju uzorka
parova vrijednosti varijabli, definira se kao prvi
mjesoviti moment

Standardizirana mjera jakosti i smjera linearne
statisticke povezanosti dviju varijabli je Pearsonov
koeficijent korelacije

Koeficijent linearne korelacije poprima vrijednosti iz
intervala [-1, 1]
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Regresijska analiza

Regresijska analiza je najcesce koristena metoda u empirijskim
istrazivanjima.

Njome se zeli kvantificirati odnos dviju (ili viSe) pojava.

Osnova regresijske analize je regresijski model.

Regresijski model je hipoteticki model (formula) kojim se
izrazava statisticka (stohasticka) povezanost izmedu pojava.

Na temelju uzorka vrijednosti odabranih varijabli procjenjuju
se parametri pretpostavljenog modela i testiraju pretpostavke
kako bi se odredila adekvatnost procijenjenog modela.

Ako je procijenjeni model adekvatan, koristi se za testiranje
ekonomske teorije i u prognosticke svrhe.
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Regresijska analiza

* Model jednostavne linearne regresije pretpostavlja linearnu
povezanost izmedu zavisne varijable y i jedne eksplanatorne
(nezavisne) varijable x.

 Model visestruke regresije: varijacije zavisne varijable opisuju
se veé¢im brojem eksplanatornih (nezavisnih) varijabli

° e10



Model jednostavne
linearne regresije

v=Bo+Bir+e

Po i P regresijski parametri (parametri
populacije) koji se procjenjuju na osnovi opazanja
(mjerenja) varijabli
Varijabla € naziva se greska relacije i komponenta je koja

modelu daje statisticki (stohasticki) karakter.

o SluCajna varijabla s nepoznatom funkcijom gustocCe vjerojatnosti.

o Nemijerljivai ukljuCuje sve “ostale” faktore (osim varijable x ) koji utje€Cu na
zavisnu varijablu y.

UkljuCivanje varijable ¢ u model posliedica:
o utjecaja varijabli koje nisu ukljucene u model,
o Utjecaja pogresaka pri mjerenju vrijednosti zavisne varijable,

o nepredvidivin ekonomskih ili prirodnih utjecaja na zavisnu varijablu kao sto je
npr. donosenje novih mjera ekonomske politike, prirodne katastrofe i slicno.

1]



v=Po+Pix+¢

Najjednostavniji oblik modela u kojem se
pretpostavija aditivhost deterministicke |
slucajne komponente

Linearan regresijski model

Linearnost modela u pravilu se odnosi na nacin
na koji se parametri i varijable pojavljuju u
modelu

U statistickim analizama, pojam linearan

regresijski model podrazumijeva linearnost u
parametrima (parametri se ne potenciraju)
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Polazne pretpostavke u analizi modela

jednostavne linearne regresije
1. Model populacije (oshovnog skupa) je
inearan.

» Cllj regresijske analize je da se na temelju n
opazanja varijabli procijene nepoznafi
regresijski parametri (parametri populacije). U tu
svrhu potrebno je uvesti teorijske pretpostavke o
greskama relacije (slucajnoj varijabli) €
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Procjene parametara u modelu
jednostavne linearne regresije

Uz pretpostavku da se povezanost varijabli opisuje

inearnom funkciiom, t|. da je model populacije
V= ﬁﬂ + ﬁl-T_F'E-.

zadatak regresijske analize je da se pronadu procjene
nepoznatih parametara (parametara populacije) B, i B,, te
procjena nepoznate varijance o slu¢ajnih varijabli €,

U tu svrhu potrebno je odabrati slucajni uzorak od n parova
vrijednosti varijabli. B BBy I

Procijenjen model na temelju uzorka je

.f',-=ﬁ.o+[§1.\',-, F== 125

Yo=Pptby =il 2w R
®14



Procjene parametara u modelu
jednostavne linearne regresije

e Razlika izmedu stvarne vrijednosti zavisne varijable i njene
procijenjene vrijednosti,
éi=.vi_.{'li=.vi_(BO_*_BI-\'I‘)! = 1,2;...,n,

* je rezidualno odstupanje i procjena je vrijednosti varijable &i

o @15



Metoda najmanjih
kvadrata

« Odabire one procjene parametara za koje ¢e zbroj
kvadrata rezidualnih odstupanja biti najmanji.

~
=~

o Z €7 — minimum,
£ = (1, $)? = Z(\, Bo +ﬂ1\ > . minimum. —
i=1

» dobiva se sustav normalnih jednadzbi Cijim se
riesavanjem dolazi do izraza za izracunavanje
regresijskih koeficijenata (procjena nepoznatih
parametara) koristeCi empirijske vrijednosti iz uzorka

° ®16



Procijenjeni model (model uzorka)
v = Po + Prx.

ﬂl Regresijski koeficijent
B, Konstantni clan

AKO suU ispunjene polazne pretpostavke o modelu
jednostavne linearne regresije, procjenitelji imaju dobra

statisticka svojstva:
o nhepristrani su i

o Imaju najmanju varijancu u klasi svih linearnih procjenitelja (efikasni su).
/a navedena svojstva procjenitelja prefpostavka o
normalnoj distribuiranosti gresaka relacije nije nuzna.

Ta je pretpostavka nuzna u kasnijim koracima analize
kako bi se odredile intervalne procjene parametara i
testirale hipoteze.

e1/



Definicija modela i
procjene parametara

Pretpostavlja se da je zavisna varijabla y linearna
funkcija k nezavisnih varijabli, odnosno da je model
populacije

v=PBo+Pixi+pxr+ - +Bxj+ -+ Per+ €

Slucajna varijabla ¢ je greska relacije koja nije
mjerljiva i njenim ukljuCivanjem u model u obliku
aditivnog Clana, model postaje stohastiCki
(staftistiCki).

Ako se jednadzba procjenjuje na osnovi n opazanja
(mjerenja) varijabli, jednadzba se moze zapisati kao
sustav od n jednadzbi

18



Pretpostavke

odnosno. za svako 7. i=1,2,...,n vrijedi da je

vi=Bo+Bixa+ P+ +Bxy+ -+ P + &

« Pretpostavke modela visestruke linearne regresije su
jednake pretpostavkama za model jednostavne
inearne regresije uz dodatnu pretpostavku da su
regresorske varijable nekorelirane, tj. da nisu
inearno povezane.

1. Vezaizmedu zavisne varijable i odabranog skupa nezavisnih
varijabli je linearna (u parametrima)

° e19



Definicija modela i
procjene parametara

Parametri regresijskog modela procjenjuju se metodom
najmanjin kvadrata.

U tu svrhu potrebno je odabrati slucajni uzorak

U procjeni se polazi od osnovnog modela (modela

populaciie)
vi = Po + Prxin + Poxin + - + By + - - - + Brxr + & zasvaki i=1,2,...,n,

Vi = .IBG"‘ﬁl?ﬁl"‘ﬁz-‘ﬁl"‘"'+ﬁ;-l'.§+**'+ﬁk.l',fk, i=1,2,..., n
vi=vi4+6& i=12,...,n

Razlika izmedu stvarne vrijednosti zavisne varijable i njene
procijenjene vrijednosti je rezidualno odstupanje

g=vi—vi=vi—(Bo+Prxa +Poxa+ -+ By + -+ Prw), 1=1,2,....m,
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Metoda najmanjih
kvadrata

« Odabire procjene parametara za koje ¢e zbroj
kvadrata rezidualnih odstupanja biti najmanii
Z[—?f — minimum,
Yog=Y m-3m)'=> (_1:;— (Bo + Prxin —I—---—I—,éj.x,g—l—---+ﬁkxfk})1—>minimum.
i=1 i=1 i=1
* Minimiziranjem rezidualnog zbroja kvadrata, iz
NnUZNOg uvjeta za minimum dobiva se sustav (k + 1)
normalnih jednadzbi nepoznatinh parametara
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Primjer
Analizira se odnos broja stanovnika (u milijunima, oznaka
pop) Danske u odnosu na skup odabranih nezavisnih

varijabli u razdoblju od 1990 do 2017 godine (izvor:
EUROSTAT)

Odabrane nezavisne varijable su:

Broj iseljenika (em) u fis.

Broj useljenika (im) u tis.

Pokazatelj fertiliteta (fert)

Prosjecna dob maijki pri porodu (dob)
Broj sklopljenih brakova (brak) v tis.

Broj razvedenih brakova (raz) u fis.

Bruto domaci proizvod (bdp) u mird EUR



SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0,996383
R Square 0,992778
Adjusted R
Square 0,990251
Standard Error 0,017551
Observations 28
ANOVA
df SS MS F Significance F

Regression 7 0,846896 0,120985 392,7823 5,38E-20
Residual 20 0,00616 0,000308
Total 27 0,853057

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%  Lower 95,0% Upper 95,0%
Intercept 4,168317 0,971706 4,289691 0,000357 2,141374 6,19526 2,141374 6,19526
em 0,004531 0,001389 3,263417 0,003889 0,001635 0,007428 0,001635 0,007428
im 0,000753 0,00059 1,276592 0,216371 -0,00048 0,001983 -0,00048 0,001983
fert -0,03183 0,103469 -0,3076 0,761564 -0,24766 0,184006 -0,24766 0,184006
dob 0,03085 0,035853 0,860458 0,399735 -0,04394 0,105638 -0,04394 0,105638
brak -0,00764 0,001841 -4,15181 0,000493 -0,01149 -0,0038 -0,01149 -0,0038
raz -0,00168 0,003681 -0,45714 0,652497 -0,00936 0,005995 -0,00936 0,005995
bdp 0,002102 0,000543 3,869618 0,000954 0,000969 0,003235 0,000969 0,003235



Interpretacija parametara
regresijskog modela

 Procijenjeni model (model uzorka)
.1:’=ﬁo+ﬁlﬁ'1+-~—I—ﬂ:y+~-+ﬁkxk.

B, konstantni ¢lan.

o Oznacava procijenjenu (prosjecnu) vrijednost zavisne varijable ako su
vrijednosti svih regresorskin varijabli jednake nuli.

o Premda konstantni ¢lan najcesce nema suvislu interpretaciju, on se uvijek
ukljuCuje u model

o lzuzetak je analiza modela na temelju transformiranih vrijednosti varijabli
(standardiziranje, prve diferencije, logaritamske transformacije) ili ako se
to eksplicitho pretpostavlja na temelju ekonomske teorije
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Interpretacija procjena
parametara regresijskog modela

e UkljuCivanje konstante osigurava da je prosjecna vrijednost
reziduala jednaka nuli sto je nuzan uvjet metode najmanjih
kvadrata.

 Nadalje, uloga konstantnog ¢lana u modelu povezana jeis
jednadzbom regresijskog pravca.

* Naime, kada bi regresijski pravac bio definiran bez
konstantnog ¢lana, geometrijski bi to znacCilo da pravac prolazi
ishodistem
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Interpretacija parametara
regresijskog modela

 Procijenjeni model (model uzorka)
.1:’=ﬁo+ﬁlﬁ'1+-~—I—ﬂ}:y+~-+ﬁ}xk. ﬁ

=%
« [3; regresijski koeficijent .
o procjena regresijskog parametra uz j-tu regresorsku varijablu
o Vvrijednost parcijalnog ufjecaja varijable x; na y
o promjena prosjecne (regresijske) vrijednosti zavisne varijable, za jediniCno
povecanije vrijednosti varijable x; , uz uvjet da su vrijednosti ostalih
regresorskin varijabli nepromijenjene
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Intercept
em

im

fert

dob

brak

raz

bdp

pop = 4,17+ 0,004 - em + 0,0007 - im — 0,03 - fert + 0,03 - dob — 0,0076 - brak — 0,0017 - raz + 0,002 - bdp

Coefficients
4,168317
0,004531
0,000753
-0,03183

0,03085
-0,00764
-0,00168
0,002102

Standard Error

0,971706
0,001389

0,00059
0,103469
0,035853
0,001841
0,003681
0,000543

t Stat

4,289691
3,263417
1,276592

-0,3076
0,860458
-4,15181
-0,45714
3,869618

P-value

0,000357
0,003889
0,216371
0,761564
0,399735
0,000493
0,652497
0,000954



Standardne pogreske procjena parametara u
modelu visestruke linearne regresije

Kako bi se odredila preciznost procjena
regresijskin parametara, potrebno je definirati
Mjeru preciznosti procjene, t]. standardnu
pogresku procjene
AKO suU ispunjene sve pretpostavke o
regresijskom modelu sampling-distribucija
procjenitelja regresijskog parametra je B ~ N(B.03)
Varijanca procjenitelja ovisi o:
o velicini uzorka n,
o disperzijama (varijancama) nezavisnih varijabli,

o korelaciji izmedu nezavisnih varijabli i
O varijanci regresije.

U slucaju modela s dvjema nezavisnim varijablama
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Standardne pogreske procjena
parametara u modelu visestruke linearne
regresije

AKO |e varijanca regresije nepoznata, zamjenjuje se
(nepristranom) procjenom na bazi uzorka

;Z'l é? 12:‘"1 (vi — .1"1')2
n—(k+1) - (k+1)
« a standardizirana varijabla pridruzena procjenitelju

&=

BJ%‘BJ t(n—(k+1))
« Ako Je uzorak n dovoljno velik, tada prema
centralnom granichom teoremu aproksimativno
vrijedi

BB

= ~ N(0, 1).
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Intervalne procjene parametara u

modelu visestruke linearne regresije

Intervalna procjena regresijskog parametra je inferval
koji uz zadanu pouzdanost ukljucCuje stvarnu vrijednost
parametra.

Granice intervala procjene ovise o0 obliku sampling-
distribucije procjenitelja

Uz razinu pouzdanosti (1-a) , intervalna procjena
regresijskog parametra je

P(B; — ta20f < B < B +1apog) =1—0

Ako je:
o uzorak dovoljno velikili
o ako je varijanca populacije poznata,

umjesto koeficijenta pouzdanosti 1, uzima se
odgovarajuci percentil jedinicne normolne distribucije

Zyp -
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Primjer: Intervalne
procjene parametara

Standard
Coefficients Error t Stat P-value  Lower 95% Upper 95%
Intercept 4,168317 0,971706 4,289691 0,000357 2,141374 6,19526
em 0,004531 0,001389 3,263417 0,003889 0,001635 0,007428
im 0,000753 0,00059 1,276592 0,216371 -0,00048 0,001983
fert -0,03183 0,103469 -0,3076 0,761564 -0,24766 0,184006
dob 0,03085 0,035853 0,860458 0,399735 -0,04394 0,105638
brakovi -0,00764 0,001841 -4,15181 0,000493 -0,01149 -0,0038
raz -0,00168 0,003681 -0,45714 0,652497 -0,00936 0,005995
bdp 0,002102 0,000543 3,869618 0,000954 0,000969 0,003235

P(B; — 14205 < B < B+ 1a205) =1 —

P(0,000969 < B, < 0,003235) = 0,95
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Analiza varijance u modelu
jednostavne linearne regresije

Je li procijenjeni regresijski model reprezentativan:
Koliko dobro varijabla x “objasnjava” zavisnu varijablu vy, 1]. koliki
je dio varijabilnosti varijable y objasnjen pretpostavijenom
linearnom vezom s varijablom x
Kako bi se odredilo koliko dobro varijabla x objasnjava varijaciju
zavisne varijable y , t]. koliko je procijenjeni regresijski model
dobar, polazi se od rastava varijance zavisne varijable
procijenjene na bazi uzorka na:

o dio varijance protumacen modelom |

o rezidualni dio, 1j. dio varijance neprotumacen modelom.

(i =7) = (3 =7) + (3 — 3)
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Analiza varijance u modelu
visestruke linearne regresije

U modelu visestruke linearne regresije ukupna
varijacija zavisne varijable y oko prosjecne
vrijednosti y nastoji se sto bolje objasniti skupom
nezavisnih varijabli

U tu svrhu polazi se od rastava varijance zavisne
varijable procijenjene na bazi uzorka na dvije
komponente:

o varijacije koje se mogu objasniti linearnom funkcijom nezavisnih varijabli i
o varijacije koje ostaju neprotumacene

Osnova anadlize je jednadzba analize varijance:

H R i
Z(}’f ~7)° = Zﬁ’f ~7)° + Z(}’i —3)7.
-1 i-1 i-1

il

ST sP SR
ST = SP -+ SR e 33




Tablica analize varijance (ANOVA)

Tablica 12.6. Analiza varijance za model visestruke linearne regresije — tablica ANOVA

iorvnnce | SR [ 2 | e | P
Protumac SP SP
ﬂ?cdelzfsn k SP i E
Neprowmacen |, _(k4+1) | SR n—f§+1] T
Ukupno n—1 ST
Procjena varijance regresije o No-at g
Cn—(k+1) an-—(k+1)
Procjena standardne devijacije regresije =
B \/n —(k+1)

Pridruzena relativha mjera je procjena koeficijenta
varijacije regresije

V=—-100%

= Qe
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Regresijske vrijednosti i
rezidualna odstupanja

Regresijske vrijednosti dobivaju se uvrstavanjem
odgovarajucih empirijskin vrijednosti nezavisnih varijabli u
procijenjenu regresijsku jednadzbu.

Regresijske vrijednosti su procjene dobivene na temelju
uzorka i razlikuju se od stvarnih vrijednosti zavisne
varijable.

Razlika je rezidualno odstupanje i procjena je greske
relacije
G=v—1, i=1,2

2.1

Rezidualna odstupanja izrazena u mjernim jedinicama
zavisne varijable y (apsolutno rezidualno odstupanje).

Pripadna relativna rezidualna odstupanja su

& 8 100% =Y 00%
irel = Vi 0= i . ®35




Procjena varijance i standardne
devijacije regresije

Nepristrana procjena varijance regresije

n “2 n e,
> & Y i —3)°
i-1 i—1

6" = n—(k+1) = (k+1) . ;Eﬂ; EUJ'*_-"}*)E
7= n—(k+1) \rn—(k+1)

Procjena standardne devijacije regresije
o interpretira se kao prosjeCno odstupanje empirijskin vrijednosti zavisne

varijable od regresijskin (procijenjenih) vrijednosti
o interpretira se kao prosjeCno odstupanje empirijskin vrijednosti zavisne
varijable (yi) od regresijskin (procijenjenih) vrijednosti
Odgovarajuca relativna mjera disperzije je
procjena koeficijenta varijacije regresije

V=—-100%.

=]
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Koeficijent determinacije R?

ST = SP + SR
_SP_ SR

RR="=1-2=
ST ST

Koeficijent determinacije:
proporcija varijacije varijable y protumacena
modelom

Najcesce koristena mjera reprezentativnosti
regresijskog modela.

poprima vrijednosti iz intervala [0, 1]

mogu se koristiti za usporedbu regresijskin modela
samo ako su modeli procijenjeni na tfemelju istog
uzorka empirijskih vrijednosfi
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Koeficijent determinacije

Ako je veliki dio varijabilnosti zavisne varijable profumacen
modelom, SP=ST,fejeR?2=1 .

S druge strane, ako je zanemariv dio varijabilnosti zavisne
varijable protumacen modelom, tada je SP=0 paje R2=0

oprez pri interpretaciji!

Empirijske analize pokazuju da je u analizi vremenskih nizova
vrijednost R obicno vrlo visoka (0,8 i veca).

Ako se regresijska analiza provodi na prostornim podatcima
vrijednost je obicno izmedu 0,41 0,6.

Modeli koji ukljuCuju varijable koje se odnose na pojedine
I(J)udsléezlforck’renshke obicno imaju vrlo niske vrijednosti (izmedu
[

Monotono neopadajuca funkcija broja nezavisnih varijablik,
te se povecanjem broja regresorskih varijabli u modelu
njegova vrijednost povecava
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Korigirani koeficijent
determinacije

Jedan od nedostataka koeficijenta determinacije je da
se njegova vrijednost povecava s brojem nezavisnih
varijabli u modelu, bez obzira na proporciju varijacija
zavisne varijable koje objasnjavaju.

Buduci da je osnovna ideja regresijske analize
parsimonija, odnosno da se uz sto manje nezavisnih
varijabli objasni sto vise varijacija zavisne varijable vy,
promartra se korigirani koeficijent determinacije

2 n—1

2 -
R =1 n—(k+1)“ R), R <R

“Kaznjava” ukljuCivanje u model regresorskih varijabli
koje zanemarivo (ili nedovoljno) smanjuju rezidualni zbroj
kvadrata
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Primjer: ANOVA

« Anadlizirgjte tablicu analize varijance (ANOVA)



SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics
Multiple R 0,996383
R Square 0,992778
Adjusted R
Square 0,990251
Standard
Error 0,017551
Observations 28
ANOVA
Significanc
df SS MS F eF
Regression 7l 0,846896| 0,120985 392,7823 5,38E-20
Residual 200 0,00616[ 0,000308
Total 27| 0,853057




ANOVA

Significanc
df sS MS F eF
Regression 7 0,846896 0,120985 392,7823 5,38E-20
el 200 0,00616 ,0,0/60308 /
Total / 27 0,853057 / / /
sP| 0846896
= = 0,120985
n K 7
k=7 l
n—(k+1)=28-8=20 / /
SR 0,00616 .
] n—(k+1) — 20 — ¢'000308
ST = SP + SR j
0.853057 = 0,846896 + 0,00616
SP 0,846896
po__k "7 — 012098 . o2
B SR ~ 0,00616  0,000308 "
n—(k+1) 20 °




Primjer: pokazatelji
reprezentativnosti

« Anadlizirgjte pokazatelje reprezentativnosti modela



SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics
. , SP 0846896 0.992778
Multiple R 0,996383 ‘ ST 0853057
R Square 0,992778 g
Adjusted R
Square 0,990251
Standard
Error 0,017551
Observations 28
ANOVA
Significanc
df SS MS F e F
Regression 7 0,846896/ 0,120985 392,7823 5,38E-20
Residual 200 0,00616[ 0,000308
Total 27 0,853057




Testiranje hipoteza u modelu

visestruke linearne regresije

test znacajnosti (jedne) regresorske varijable
(pojedinacni t -test)
test znacajnosti regresije (skupni test znacajnosti
svih regresorskih varijabli, F -test)
test znacajnosti podskupa regresorskin varijabli
(parcijalni F -test).
Postupak testiranja bazira se na obliku sampling-
distribucije standardiziranog procjenitelja

Za danu razinu znacajnosti a , testna velicina se usporeduje s

teorijskom (kriticnom) vrijednosti odgovaraju¢e sampling-

distribucije.

U postupku testiranja polazi se od modela (populacije),
v=Po+Pix1 +Poxs+---+ P+ -+ Prg + £,

| procijenjenog modela na bazi uzorka

v=PBo+Bix1+ -+ B+ -+ B 045



f -test znacajnosti
regresorske varijable

* Ako su ispunjene polazne pretpostavke o modelu i

ako je H, istinita, festna velicino

t = A ~tn—(k+1))
O'ﬁj
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p-vrijednost ili empirijska
razina znacajnosti

» Odluka o ishodu testa moze se donijeti|
usporedbom empirijske i teorijske razine znacajnosti.

* pP-vrijednost je vjerojatnost da test velicina koja, uz
prefpostavku da je H, istinita, ima t -distribuciju s df =
n — 2 stupnjeva slobode, poprimi vrijednost jednaku
ili veCu od apsolutne vrijednosti festne velicine
izraCunane na osnovi podataka iz uzorka — p-vednest<a =
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Primjer: Pojedinacni
testovi

Hipoteze jednosmjernih festovae

/a pojedine varijable, naznacite pripadne p-
vrijednosti jednosmjernih testova

Na razini znacajnosti 5%, koje varijable su statisticki
znacajnee



Coefficients Standard Error t Stat P-value
Intercept 4,168317 0,971706 4,289691 0,000357
em 0,004531 0,001389 3,263417 0,003889
im 0,000753 0,00059 1,276592 0,216371
fert -0,03183 0,103469 -0,3076 0,761564
dob 0,03085 0,035853 0,860458 0,399735
brak -0,00764 0,001841 -4,15181 0,000493
raz -0,00168 0,003681 -0,45714 0,652497
bdp 0,002102 0,000543 3,869618 0,000954
pop = 4,17 4+ 0,004 - em + 0,0007 - im — 0,03 - fert + 0,03 - dob — 0,0076 - brak — 0,0017 - raz + 0,002 - bdp
HO: ﬁ7 = O
Hl: ﬁ7 > 0 ) H.J Hl -
3 0,000954 / \
p — vrijednost = > = 0,000477
Za oo = 0.05. p-vrijjednost< o« — H;.



Coefficients  Standard Error t Stat P-value
Intercept 4,168317 0,971706 4,289691 0,000357
em 0,004531 0,001389 3,263417 0,003889
im 0,000753 0,00059 1,276592 0,216371
fert -0,03183 0,103469 -0,3076 0,761564
dob 0,03085 0,035853 0,860458 0,399735
brak -0,00764 0,001841 -4,15181 0,000493
raz -0,00168 0,003681 -0,45714 0,652497
bdp 0,002102 0,000543 3,869618 0,000954
pop = 4,17 4+ 0,004 - em + 0,0007 - im — 0,03 - fert + 0,03 - dob — 0,0076 - brak — 0,0017 - raz + 0,002 - bdp
Hy: B =0
Hi:Bs <0

p — vrijednost = 0’6522497 = 0,326249 / \

p — vrijednost > a = Hy



Intercept

em

4

fert
dob

brak )

raz

bd

d

Coefficients
4,168317
0,004531
0,000753
-0,03183

0,03085
-0,00764
-0,00168
0,002102

Standard Error

0,971706
0,001389

0,00059
0,103469
0,035853
0,001841
0,003681

0,000543

t Stat

4,289691
3,263417
1,276592

-0,3076
0,860458
-4,15181
-0,45714
3,869618

P-value

0,000357

0,216371
0,761564
0,399735
0,000493
0,652497



F-test znacajnosti regresije

Test znacajnosti regresije je skupni test 0 znacajnosti svih
regresorskin varijabli. B — By e — By G

Hi: 3B #0, j=1,2,..., k
Ako su ispunjene polazne pretpostavke o modelu | ako

je H, istinita, testna velicina sP R
k k
F=——=r—=7T_r
n—(k+1)  n—(k+1)

pripada F-distribuciji s df, = k stupnjeva slobode u
brojniku i df, =n — (k + 1) stupnjeva slobode u nazivnhiku

Uz razinu znacajnosti a, odluka o ishodu testa donosi se
usporedbom testne veliCine F i teorijske vrijednosti F
distribucije s (k, n — (k + 1)) stupnjeva slobode.

Hy, se odbacuje ako je  F>Fj, 4y
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Primjer F-test

ANOVA
Significance
df SS MS F F
Regression 71  0,846896 0,120985/392,7823 5,38E-20
Residual 20 0,00616  0,000308
Total 27 0,853057
Ho:p1 =B = =7 =

Hi:38; #0,j =1,2,..,7

p — vrijednost = 5,38 - 10740

Za o = 0.05. p-vrijednost< ¢ — H;.
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Korelacijska matrica

« U modelu visestruke linearne regresije, koji ukljucuje
zavisnu varijablu y i k nezavisnih varijabli, za svaki
par varijabli moze se izraCcunati koeficijent linearne
korelacije, t]. pokazatelj smjera i jakosti linearne
statisticke povezanosti dviju varijabli.
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Korelacijska matrica

« Dobivene vrijednosti zapisuju se u korelacijskoj

matrici R oblika
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 Interpreftirajte vrijednosti koeficijenata korelacije

pop

em

im

fert
dob
brakovi

raz

bdp

Primjer: korelacija

pop

1
0,822645
0,774462
0,111644
0,978242
-0,43081
0,760095

0,988107

em

1
0,670238
0,088996
0,817136
-0,03103
0,610075

0,81481

im

1
0,061183
0,744308
-0,24026
0,587805
0,765067

fert

1
0,219267
0,451796

-0,19606 0,752883
0,20836  0,99154

dob

1
-0,31491

brakovi

1
-0,41562

-0,34744 0,747643

raz

1

bdp

1
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Koeficijent visestruke
linearne korelacije

Standardizirana mjera jakosti, linearne staftisticke
povezanosti zavisne varijable y | skupa nezavisnih
varijabli

R= VR

Vrijednost koeficijenta je uvijek nenegativha i ne
pridruzuje mu se predznak.

Naime, povezanost varijable y i pojedine nezavisne
varijable iz skupa od k nezavisnih varijabli moze biti
razliCitog smijeraq.

Vrijednost R = 0 oznacava zanemarivu, a R = 1 jaku
povezanost varijabli
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SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

R = 0,996383

Multiple R 0,996383
R Square 0,992778 g
Adjusted R
Square 0,990251
Standard
Error 0,017551
Observations 28
ANOVA

Significance

df SS MS F F

Regression 7 0,846896 0,120985/392,7823 5,38E-20)
Residual 20 0,00616 0,000308
Total 27 0,853057,




